TU MA

REED-SOLOMON

ac gia Thierry P. Berger (nam 2014) da

trinh bay cach xay dung téng quat cac ma

tran MDS ¢6 dién ma khong can tinh toan
dé quy nhung lai c6 tinh d6i ximg manh dé day
nhanh toc d6 xu ly voi mot sb tdi thiéu cac bang
tra hodc dé thuc hién véi mét sd lwong toi thiéu
cac céng trong mot mach. Tac gia goi loai ma
tran dac thu nay la “cdc ma trdn cdp doi dyadic
matrix”, boi vi chung lién quan té1 cac ma cap doi.
Téc gia gi6i thidu mot cach xdy dung tong quat
cac ma tran MDS cap doi1 tw nghich dao tir cac ma

»  TS. Tran Thi Lwong

Hoc vién Ky thudt mdt ma

Bai bdo nay giGi thiéu vé MDS cdp doi - mot ma
trdn c6 dang doi ximg ddc biét va phwong phdp
xdy dung cdc ma trdn ndy nho mét ma cyclic noi
tiéng, do la ma Reed-Solomon. Nhitng ma trdn
dang nay cé thé hitu ich trong viéc ndng cao toc
do xie Iy hodic hiéu qua trong thiét ké phan cieng.

Reed-Solomon (RS) va dé cap dén khia canh cai
ddt cua nhitng ma tran MDS cdp doi nay dé xay
dung cac ma khéi hiéu qua.

Mbt ma tran doi xung khoi 12 mét ma tran
vuong c6 kich ¢ chin r = 2s dé néu A;; v6i i, j
thudc {1, 2} biéu thi bén ma tran con kich thuéc
cia A4, thi khi d6 Ay; = Ay, va Ay, = A, 4. Khi
d6, mot ma tran cap doi 4 la mot ma tran vuodng

c6 kich ¢d 27 sao cho 4 la ma tran khoi doi xting
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va bdn ma tran con cia no 1a cac ma tran d6i xung
khdi dé quy. Tén cua cac ma tran cap do1 XUuAt phat
tr cac mé cap d61 (dyadic code), 1a mdt ho cua cac
mi Abel, d6 1a cac mi ly tuong khi chung duoc xét
trong mot dai sd trén nhém dich (GF (2)", +). Bé
xem chi tiét c6 thé tim trong [2, 3]. M6t diéu thu
vi 1a dang cua cac ma tran cip doi nay cling giéng
v61 dang cua cac ma trdn Hadamard.

Két qua chinh cta [1] 1a mot cach xdy dung
téng quat cac ma trdn MDS cap d6i tu nghich
dao tir ma RS véi kich c¢& bat ky » =2 va trén
truong hiru han bat ky GF (2)” (duéi phong doan
MDS r < 2™m7h),

Pinh nghia 1 (Ma tran déi xiing khoi). Gia
s la mot ma tran 2s X 2s trén mot vanh R. Dat

[M1,1 M1,2:| . A A s .
M=| = — |la ma tran v&i sy phan tach cac
My, M;,

khdi vudng. Ma tran M 1a ddi xtrg-khéi (block-
systemetric) néu My =Myy vaMy, = My ,.

Ta quan tdm t61 cac ma tran déi xung khdi cé
tinh dé quy, la nhitng ma tran duoc goi la cac ma
tran cap doi.

Pinh nghia 2 (Ma trdn cdap doéi). Gia so M
142 mot ma tran 2¥x2" trén vanh R. Nguoi ta c6 thé
dinh nghia dé quy mét ma tran cap doi (déi xung
khéi dé quy) nhu sau:

Néu v = 0, M 1a ma tran cap doi.

Néuv > 0, M1a ma tran cip doi khi va chi khi M
1a @61 xtmg khdi va mdi ma tran khéi con phan biét
ciand ¢ 2 x2' M, , va M, , 1a ma tran cap doi.

Muc dich chinh cua tac gia Berger trong [1]
la xay dung dugc mot sd ma tran cidp d61la MDS.

Dudi day la mot vi du d4u tién cua ma tran cap
doi trén GF(2%). Gia st a 1a nghiém caa x*+x+/,
d6 la mo6t nghiém nguyén thuy cua GF(16) =
GF(2)(a). Gia st M 1a ma tran 4x4 sau day:

a a
_ a12 a3 a10 1
- 1 alO a3 a12
alO 1 a12 a3

s a® a?]
Luu y rang M;; = M,, =[ 3] va
; . a

12
M M [ 1 alo] !
12 =M1 =] 10

Tat ca cac ma tran con trén la o1 xing khoi,
vi vay M 1a ma tran cap doi.

bit » = 2" véi mot s6 nguyén v cb dinh. Dbi
vGi mdt vanh ¢b dinh R, ching ta ky hiéu D, 1a tap
cac ma tran cap doi1 cé kich c¢& » = 2V trén R. Xét
ménh dé sau day.

Ménh @é 1 [1].

1) D" la mét module-R, tic 1a (D, +) la mot
nhém giao hoan va D 1a bén viing (stable) boi
phan tir nhan v6 hudng AeR.

2) D, la bén vitng dudi phép nhan ma tran.

3) Néu R 1a mot vanh giao hoan, thi tich cua
cac ma tran cip doi la giao hoan.

4) Néu R 1a mot vanh hitu han va 4 1a mot ma
tran cap doi kha nghich, thi A7 12 ma trin cap doi.

Ap dung cong thire tich caa hai ma tran cho
treong hop riéng A=C va B=D, ta c6 hé qua sau day:

Hé qua 1 [1]. Néu 1a vanh giao hoan véi dic
sb 2, thi binh phuong cia mot ma tran cip doi la
mot ma tran duong chéo.

Cé thé thay rang cac tinh chat nay cling giong
v4i1 cac tinh chat ciia cac ma trAn Hadamard.

C6 nhiéu cach khac nhau dé gidi thiéu vé ho
ma. Tac gia Berger trinh bay cidc ma nay nhu sy
udc luong cua cac da thac.

Cho K=GF(2™). Xét vanh da thac R=K/X]/
(X?" - X). Vanh R 1a dang cdu véi cac tmg dung
cua K vao chinh né [4], tac 1a tit ca cac tng dung
cua K vao K 1a mot da thic véi bac nho hon 27,

bit P —={P(X)eR | deg (P(X)) <k}. Tap P, la
mot K - khong gian vecto cta R ¢6 s chiéu 1a k.
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bat S—(a,, a,, ..., a) 1a mot tap duoc sép gém
cac phan tir phan biét cua K.

Pinh nghia 3 (Ma RS). Ma Reed-Solomon
RS,  v6i sb chiéu k (d6 dai 1a n) va gid S 1a ma
thu duogc bang cach uéc luong cac phan tir cua P
trén S:

RSxs ={(P(a ),...,P(ay)) € K| P(X) € Pr}.

Bé1 vi P, 1a mot K - khong gian con ctia R, nén
ma RS, ; 12 K-tuyén tinh.

Pa thirc bat ky khac khong cé bac chic chin
nho hon k s& c6 nhiéu nhat k-7 nghiém. Sir dung
thuc té nay, ta c6 thé suy ra ring khoang cach tdi
thiéu ctia ma trén théa mand >n - (k-1), do d6, ma
nay la MDS va k+d =n+1.

St dung uéc luong cua co so kinh dién (7,.X,.X2
...,.X*!) ctia P, ta khoi phuc ma tran sinh cd dién
cua ma Reed Solomon ([5]):

1 1 .. w1
aq a a,
a? a3 .. . a?
o

Cdc ma trdn MDS tir ma

Néu chon n=2r va k=r, thu duoc mot ma
MDS véi cac tham sé [27x7+1]. Mot ma nhu vay
la phu hop dé c6 duoc mot ma tran MDS: béi vi
nhu vay la da dé co thé x4y dung duoc ma tran
sinh cua n6 duéi dang hé théng G=(_14) dé cé
duoc mot ma tran MDS A4 trén K.

Tuy nhién, ta s& xem xét cdu tric cua chi tiét hon.

Néu A=[a,], thi hang dau tién cua
G la G,=(1,0, 0,018, ...,al),).
nay tuong ung véi udc luong cua da thic
sau:  Pi(X) = bi[II_,(X —a;) trong do
by =[li—2(a; —a;) . That vay, deg (P, (X)) = r-1<
k=rP, (a)=1vaP, (a)=0véiltx2dénr.Co
thé suy ra ring a,, =P, (a,_).

Tuong tu, dat P;(X) = b; ' [T}y j-:(X — a)))
v6ib; = [lj=z jxi(a; — a;)choitir 1 dén r. Ta thu
duoc a;; = Pi(ay4j) véimoiivaj.

Hang

Mot gi61 han chung cua cach xay dung nay
dén tir cac phong doan MDS 13, ngoai trir mot s6
truong hop dic biét (k € {1,2,n-1,n-2}) thi chiéu
dai t6i da ctia mét ma MDS trén mot trudong hitu
han kich ¢& ¢ 1a n=g+1. Vi vay, d6i véi ma tran
MDS trén GF(2™), vi chiéu dai ma cua ta 1a chén,
nén kich thuéc t6i da cia mot ma tran MDS 1a
2m-dx om-1

Giéi han tuong tu d6i véi truong hop m=8
ctung dua ra mdt ma tran kich c¢& » =27=128. Gia
tri 7=128 nay 1a qua 1én ddi véi cac tmg dung.
May man thay, viéc xay dung cua tac gia cé thé
duoc thuc hién bang cach khéng can stir dung toan
bo cos¢ B = (b,...,b,) cua K trén GF(2), chi can
mot tap duoc sip (b ) gbém s cac phan tir doc
1ap tuyén tinh cua K, dan d¢én mot ma tran MDS
cap doi c6 kich ¢ 257, Vi vay, dé dang c6 thé xay
dung mo6t ma trdn MDS cap d61 hoat dong trén 8
khéi ¢6 kich c& 8.

Gia st n=2" vé1 v=m. Gia st VK la mot
khong gian vecto cé s chiéu v trén GF(2). Tac

gia chon mét co s6 B=(b,,...,b ) cia V.

Dmmh nghia S,=(@,a,..,a,,) nhu sau:

_ _ _ _ _yv-li p.
a,=0,a,=b,a,=b,a,=b,+b,, ..,,al.—z]:o ijbj,
i = }?;3 ij 27 trong d6 1a biéu dién nhi phan cua

sd nguyén i.

Vi du, néu B = (L,a,b), thi S, = (0,1,a,1 +
ab,l +ba+ bl +a+b).

Két qua chinh trong [1] cua Berger 1a dinh 1y
sau day:

Pinh 1y 1 [1]. Ma tran MDS dat dugc tir ma
Reed-Solomon RSK S la ma tran cap doi. Hon nira
la tu nghich dao.

Chi tiét cac chung minh cua dinh ly, doc gia

xem thém trong [1].
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Trong [6], Paulo S.L.M. Barreto va Rafael
Misoczki d3 dé xuét 16p ma Goppa cip d6i cho
mot kiéu hé mat khéa cong khai McEliece. Ho dua
ra mot thuét toan xay dung cac ma tran Cauchy
cap doi trén GLF(2™). Rd rang d6 la cac ma tran
MDS cép d61 nhu duoc dinh nghia trong [1].

C6 mot lién két manh gilra cac ma tran Cauchy
va cac ma tran phan du trong dang hé théng cua
cac ma RS tong quat (cac ma GRS). Do d6, tac gia
Berger phong doan rang cach xay dung cua tac gia
va thuat toan duoc gidi thiéu trong [6] dan téi cac

tap giébng nhau cta cac ma tran MDS cap doi.

Hon nita, cac ma tran Cauchy cap d6i dén tur
mot vai ma GRS rat cu thé duoc dua ra chu yéu
tlr cac ma RS bang cach nhan phan thi hai cia gia
v6i cing mot phan tir vo hudng.

V61 phuong phap xay dung ma tran MDS tu
nghich dao tir cdc ma RS trong [1], tac gia bai bao
nay da tién hanh cai dit chuong trinh va thuc hién
trén Maple. T d6, da thu duoc mot sb ma tran
MDS cap d6i tu nghich dao tir ma RS. Dudi day la
hai ma trén vi du ¢& 4 va c& 8 da thu duoc:

[ ED C0 D8 F4 |
C0 ED F4 D8

D8 F4 ED CO
| 4 D8 CO ED

Mhex =

9 D4 B7 4D 29 83 51 D3|
D4 9 4D B7 83 29 D3 5!
B7 4D 9 D4 51 D3 29 83
4D B7 DA 9 D3 51 83 29
29 83 51 D3 9 DA B7 4D
83 29 D3 51 DA 9 4D B7
51 D3 29 83 B7 4D 9 DA
D3 51 83 29 4D B7 D4 9

4

Mhex =

Tac gia Berger [1] da gidi thiéu vé ma tran
cap d6i va mot phuong phap xay dung cac ma
tran MDS cap d61 phu hop cho cac ing dung
mat ma. Cac ma trdn nay co thé duoc xay dung
tir cac ma RS. Theo tac gia, mot cong viéc mang
tinh 1y thuyét tiép theo can lam 1a tim kiém cac
ma tran MDS cdp d61 khac so véi cac ma tran
duoc xay dung tir ma RS. Mot van dé mé 1a cé
su tdn tai ciia cdc ma trAn MDS cap doi khong
twong duong v&i cac ma tran dén tir ma RS trong
truong hop chiéu dai diy du, nghia 1a =200,
Cé6 thé thiy ring cac ma tran cip d6i c6 dang
gidng hét vdi cac ma tran Hadamard. Do d6, ¢6
thé c6 cac ma tran cip doi khong xuat phat tir
cac ma RS. Nhitng ma tran nay c6 kha nang ung
dung trong thiét ké va xay dung cac ma khdi
g6p phan nang cao do an toan va tinh hiéu qua
trong cai dat phan cung, va nang cao téc do xur
1y trong phan mém.+
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